
٢ تابعͬ آنالیز مسائل

تمرین ها

دهید نشان .A,B,C ∈ B(H) کنید فرض ٠ . ١

آن گاه ،۰ ≤ A ≤ B اگر بالاخص ،±A ≤ B و خودالحاق B و A اگر (آ)

.∥A∥ ≤ ∥B∥

.∥A∗B +B∗A∥ ≤ ∥A∗A+B∗B∥ (ب)

.∥AB∥ ≤ ∥BA∥ آن گاه باشد خودالحاق AB اگر (ج)

.
∥∥A۱/۲B۱/۲

∥∥ ≤ ∥AB∥۱/۲ آن گاه ،A,B ≥ ۰ اگر (د)

.
∥∥|A|B|C∗|

∥∥ = ∥ABC∥ (هـ)

.
∥∥|A||B|

∥∥ = ∥AB∗∥ (و)

.
∥∥|A||A∗|

∥∥ = ∥A۲∥ (ز)

.|A+B| ≰ |A|+ |B| که بیابید چنان را A,B ∈ B(H) عملͽرهای (آ) ٠ . ٢

.|A+A∗| ≤ |A|+ |A∗| آن گاه باشد نرمال A اگر (ب)

اگروفقط اگر است نرمال A دهید نشان باشد، A دکارتͬ تجزیه A = B+iC اگر (ج)



٢ب تابعͬ آنالیز مسائل ٠

،x ∈ H هر به ازای که است این با معادل این و ،BC = CB

∥Ax∥۲ = ∥Bx∥۲ + ∥Cx∥۲ .

.A|A| = |A|A آن گاه باشد، نرمال A ∈ B(H) اگر (د)

دهید نشان .A,B,C ∈ B(H) کنیم فرض ٠ . ٣

.A∗B =
۱

۴

∑۳
k=۰ |B + ikA| (آ)

.|AB| ≤ ∥A∥ |B| (ب)

.A∗CA ≤ ∥C∥A∗A آن گاه ،C ≥ ۰ اگر (ج)

.A∗CB +B∗C∗A = ۲Re(A∗CB) ≤ ∥C∥ (|A|۲ + |B|۲) (د)

.A(IH +A)−۱ ≤ B(IH +B)−۱ آن گاه ،۰ ≤ A ≤ B اگر (هـ)

دهید نشان .A,B,C ∈ B+(H) کنیم فرض ۴ . ٠

.∥(IH −A)(IH +A)−۱∥ ≤ ۱ (آ)

.∥A∥ ≤ ∥A+B∥ (ب)

.A = ۰ آن گاه ،∥IH +A∥ ≤ ۱ اگر (ج)

.∥ArBr∥ ≤ ۱ ،۰ ≤ r ≤ ۱ هر به ازای آن گاه ،∥AB∥ ≤ ۱ اگر (د)

دهید نشان .(i = ۱, · · · , n) λi ∈ C و Ai, Bi ∈ B(H) کنیم فرض ۵ . ٠

.
∑n

i=۱ |λi|۲
∑n

i=۱ AiA
∗
i ≥ |

∑n
i=۱ λiAi|۲ (آ)

.
∑n

i=۱ |λi|۲ ∥
∑n

i=۱ AiA
∗
i ∥ ≥ ∥

∑n
i=۱ λiAi∥۲ (ب)

.n ∥
∑n

i=۱ AiA
∗
i ∥ ≥ ∥

∑n
i=۱ Ai∥۲ (ج)

.∥
∑n

i=۱(Ai +Bi)
∗(Ai +Bi)∥ ≤ ۲ ∥

∑n
i=۱ A

∗
iAi∥+۲ ∥

∑n
i=۱ B

∗
i Bi∥ (د)

دهید نشان .x, y ∈ H و A ∈ B(H) کنیم فرض ۶ . ٠

.|⟨Ax, y⟩|۲ ≤ |⟨|A|x, x⟩||⟨|A∗|y, y⟩| (آ)

.∥Ax∥۲ ≤ ∥A∥⟨Ax, x⟩ آن گاه ،A ≥ ۰ اگر (ب)

A ∈ B+(H) و بوده پیوسته و صعودی تابعͬ f : [۰,∞) → [۰,∞) کنیم فرض ٠ . ٧

دهید نشان باشد.

∥f(A)∥ = f(∥A∥) .



پتمرین ها

و A,B ∈ B+(H) بوده، پیوسته تابعͬ f : [۰,∞) → [۰,∞) کنیم فرض ٠ . ٨

باشد. ۰ ≤ λ ≤ ۱

آن گاه باشد، صعودی و محدب f اگر f((۱∥∥(آ) − λ)A+ λB
)∥∥ ≤ ∥(۱ − λ)f(A) + λf(B)∥ .

آن گاه باشد، مقعر f اگر f((۱∥∥(ب) − λ)A+ λB
)∥∥ ≥ ∥(۱ − λ)f(A) + λf(B)∥ .

آن گاه باشد، f(۰) = ۰ و محدب f اگر (ج)

∥f(A) + f(B)∥ ≤ ∥f(A+B)∥ .

آن گاه باشد، مقعر f اگر (د)

∥f(A) + f(B)∥ ≥ ∥f(A+B)∥ .

آن گاه باشند، H هیلبرت فضای بر وارون پذیر و مثبت عملͽرهای B و A اگر ٠ . ٩

(A lnA+B lnB)(A+B)−۱(A lnA+B lnB) ≤ A(lnA)۲+B(lnB)۲ .

برای به طوری که باشد H هیلبرت فضای بر وارون پذیر و مثبت عملͽری A کنیم فرض ٠ . ١٠

هر برای دهید نشان .MIH ≥ A ≥ mIH > ۰ باشیم داشته M > m > ۰ اعداد

داریم x ∈ H یͺه بردار

(آ)

[lnS(۱)]⟨Ax, x⟩+ ⟨Ax, x⟩ ln⟨Ax, x⟩ ≥ ⟨(A lnA)x, x⟩

≥ ⟨Ax, x⟩ ln⟨Ax, x⟩ .

(ب)

[lnS(۱)] + ⟨(lnA)x, x⟩ ≥ ln⟨Ax, x⟩ ≥ ⟨(lnA)x, x⟩ ,

است. اسپشت١ نسبت S(۱) = h
۱

h−۱

eh
۱

h−۱

آن در که

1Specht ratio



٢ت تابعͬ آنالیز مسائل ٠

دهید نشان .A,B ∈ B+(H) کنیم فرض ٠ . ١١

.∥A+B∥ ≤ ۱

۲

(
∥A∥+ ∥B∥+

√
(∥A∥+ ∥B∥)۲ + ۴∥A۱/۲B۱/۲∥

)
(آ)

.∥A+B∥ ≤ max
(
∥A∥, ∥B∥

)
+ ∥A۱/۲B۱/۲∥ (ب)

دهید نشان .A ∈ B(H) کنیم فرض ٠ . ١٢

.
∥∥|A|+ |A∗|

∥∥ ≤ ∥A∥+ ∥A۲∥
۱
۲ (آ)

.
∥∥|A|۲ + |A∗|۲

∥∥ ≤ ∥A∥۲ + ∥A۲∥ (ب)

دهید نشان .A,B,C ∈ B(H) کنیم فرض ٠ . ١٣

.∥A∗AC + CBB∗∥ ≥ ۲∥ABC∥ (آ)

.
∥∥|A|۲ + |B|۲

∥∥ ≥ ۲
∥∥|A||B|

∥∥ (ب)

آن گاه باشند، وارون پذیر و خودالحاق C Aو اگر (ج)

∥ABC−۱ +A−۱BC∥ ≥ ۲∥B∥ .

هستند. تحلیلͬ باز بازه هر بر عملͽری یͺنوای و عملͽری محدب توابع دهید نشان ١۴ . ٠

ͬ شوند م تعریف زیر صورت به ترتیب به A ∈ B(H) عملͽر عددی شعاع و عددی برد ١۵ . ٠

W (A) = {⟨Ax, x⟩ : x ∈ H و ∥x∥ = ۱} ,

w(A) = sup{|λ| : λ ∈ W (A)} .

دهید نشان

.W (A) ⊆ R اگروفقط اگر است خودالحاق A عملͽر (آ)

.co(sp(A)) = W (A) آن گاه باشد نرمال A اگر و ،co(sp(A)) ⊆ W (A) (ب)

است. ∥A∥ با معادل نرم ͷی w(A) نتیجه در و ،۱
۲
∥A∥ ≤ w(A) ≤ ∥A∥ (ج)

.r(A) = w(A) = ∥A∥ آن گاه باشد Aنرمال اگر و ،r(A) ≤ w(A) ≤ ∥A∥ (د)

.w(A) =
۱

۲
∥A∥ آن گاه ،A۲ = ۰ اگر بالاخص ،R(A) ⊥ R(A∗) اگر (هـ)

.w(A) = supθ∈R
∥∥Re(eiθA)

∥∥ (و)

دهید نشان .A,B ∈ B(H) کنیم فرض ١۶ . ٠

.n = ۰, ۱, ۲, · · · هر برای w(An) ≤ w(A)n (آ)



ثتمرین ها

آن گاه ،AB = BA اگر و ،w(AB) ≤ ۴w(A)w(B) (ب)

w(AB) ≤ ۲w(A)w(B) .

.w(AB) ≤ w(A)w(B) آن گاه ،AB = BA و نرمال A اگر (ج)

.w(AB) ≤ ∥A∥w(B) آن گاه ،A∗B = BA∗ و AB = BA اگر (د)

دهید نشان .A ∈ B(H) کنیم فرض ٠ . ١٧

،µ /∈ W (A) و λ /∈ sp(A) هر برای (آ)

۱

d(λ, sp(A))
≤

∥∥(A− λIH)
−۱

∥∥ ≤ ۱

d(µ,w(A))
.

آن گاه باشد نرمال A اگر (ب)

∥(A−λIH)x∥ ≥ d(λ, sp(A)) , (λ /∈ sp(A) , x ∈ H , ∥x∥ = ۱) .

دهید نشان .A ∈ B(H) کنیم فرض ٠ . ١٨

است. یͺانͬ عملͽر ͷی A آن گاه ،∥A−۱∥ ≤ ۱ و ∥A∥ ≤ ۱ وارون پذیر، A اگر (آ)

است. تصویر عمͽر ͷی A آن گاه ،w(A) ≤ ۱ و خودتوان A اگر (ب)

و بوده H = H۱ ⊕ · · · ⊕ Hn بر عملͽری ماتریس ͷی A = [Aij ]n×n کنیم فرض ٠ . ١٩

دهید نشان .(i, j = ۱, · · ·n) Aij ∈ B(Hj ,Hi) آن در که Ã = [∥Aij∥]n×n

.w(A) ≤ w(Ã) (آ)

.∥A∥ ≤ ∥Ã∥ (ب)

.r(A) ≤ r(Ã) (ج)

هر ازای به اگر .B = [bij ] ∈ Mn(C) و A = [aij ] ∈ Mn(C) کنیم فرض ٠ . ٢٠

.∥A∥ ≤ ∥B∥ دهید نشان ،۰ ≤ aij ≤ bij باشیم داشته i, j = ۱, · · ·n

دهید نشان ،Ã =


A۱ ۰ · · · ۰

۰ A۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · An

 ∈ B(H⊕ · · · ⊕ H) اگر ٠ . ٢١

.sp(Ã) =
∪n

i=۱ sp(Ai) (آ)



٢ج تابعͬ آنالیز مسائل ٠

.W (Ã) =
∪n

i=۱ co(W (Ai)) (ب)

.∥Ã∥ = max(∥A۱∥, · · · , ∥An∥) (ج)

.w(Ã) = max(w(A۱), · · · , w(An)) (د)

،sp(Ã) بر f پیوسته تابع هر برای (ه)

f(Ã) =


f(A۱) ۰ · · · ۰

۰ f(A۲) · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · f(An)

 .

دهید نشان .A ∈ B(H) کنیم فرض ٠ . ٢٢

.∥A+A∗∥ ≤ ۲w(A) (آ)

.w(A) ≤ ۱

۲

∥∥|A|+ |A∗|
∥∥( ≤ ۱

۲

(
∥A∥+ ∥A۲∥۱/۲

)
≤ ∥A∥

)
(ب)

دهید نشان .A,B ∈ B(H) کنیم فرض ٠ . ٢٣

w(A+B) ≤
√
w۲(A) + w۲(B) + ∥A∥∥B∥+ w(B∗A) .

کنید.) استفاده بوزانو نامساوی از (راهنمایی:
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