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طیفی شبه روش یک با بعدی دو کسری زمان معادلات حل
Solving 2D time- fractional diffusion equations by a pseudospectral

method

اراଣدঘنده:ੀ४یلاඵෂرزاਫی
شکری علی دکتر : راهنما استاد

١٣٩۵ ١۶بهمن
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١ Definition
است. تعریف یک این
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مطالب فهرست

اولیه مفاهیم و تعاریف . ١

کسری حسابان . ٢

طیفی شبه روش معرفی . ٣

گسسته نیمه کسری زمان معادلات . ۴
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اول فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف
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٢ Definition
که می باشد PN−١(x) عبارت یک ، f(x) تابع برای درونیابی تقریب درونیابی:یک

می شود تعیین درونیاب نقطه N از یک هر در f(x) با چندجمله ای درجه

PN−١(xi) = f(xi) i = ١, ٢, . . . , N
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لاگرانژ درونیابی
خطی درونیابی

P (x) ≈ (x− x١)

(x٠ − x١)
f(x٠) +

(x− x٠)

(x١ − x٠)
f(x١)

x١ و x٠ نقطه دو برای خط معادله ◀

منحصربفردی ◀

P١(x١) = f(x١), P١(x٠) = f(x٠)
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P٢(x٠) = f(x٠), P٢(x١) = f(x١), P٢(x٢) = f(x٢)

P٢(x) ≡
(x− x١)(x− x٢)

(x٠ − x١)(x٠ − x٢)
f(x٠) +

(x− x٠)(x− x٢)

(x١ − x٠)(x١ − x٢)
f(x١)

+
(x− x٠)(x− x١)

(x٢ − x٠)(x٢ − x١)
f(x٢)
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تعریف زیر به صورت N درجه از چند جمله ای یک نقطه N + ١ برای کلی حالت در
می شود:

PN (x) =

N∑
i=٠

f(xi)Ci(x)

N درجه از چند جمله ای های ◀

لاگرانژ) (ضربگرهای اصلی توابع ها Ci ◀

Ci(x) =

N∏
j=٠,i ̸=j

(x− xj)

(xi − xj)
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لاگرانژ درونیابی
است: برقرار کرونکر دلتای خاصیت

Ci(xj) = δij =

{
١ i = j
٠ i ̸= j
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چبیشف ای چندجمله
تعریف زیر به صورت چبیشف متمایز نقطه n+ ١ مثبت، صحیح عدد n کنید فرض

می شود:

xj = cos(
jπ

n
), j = ٠, ١, . . . , n,

می باشند. Tn(x) = cos(n cos−١ x) چبیشف چندجمله ای ام n مرتبه حدی نقاط که
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دوم فصل

کسری حسابان

١١ / ۵۵ طیفی شبه روش یک با بعدی دو کسری زمان معادلات حل میرزائی سهیلا : دهنده ارائه



کسری حساب تاریخچه
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می باشد صحیح مرتبه انتگرال و مشتق از تعمیمی عنوان به کسری انتگرال و مشتق
١۶٩۵ -لایبنیتز ◀

١٧٣٠ -اویلر ◀

١٧٧٢ -لاگرانژ ◀

١٨١٢ -لاپلاس ◀

١٨٢٢ -فوریه ◀

١٨٣٢ -لیوویل(*) ◀

١٨۴٧ -ریمان(*) ◀

١٨۶٧ -گرونوالد(*) ◀

لتنیکوف(*) (١٨ - ١٨٧٢۶٧) ◀

١٩١٧ -ویل ◀

١٩۶٧ -کاپوتو(*) ◀
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(دیویس) کسری مشتق نماد

aD
α
t f(t)

بالای و پایین (حد کسری مشتق عملیات به مربوط حدود t و a زیرنویس های
مشتق گیری)
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اویلر گامای تابع

Γ(z) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt, z ∈ C
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گاما: تابع خواص
گاما تابع خاصیت ترین مهم . ١

Γ(z) = zΓ(z) (١)

داریم: n طبیعی عدد هر برای . ٢

Γ(١ + n) = n!

است صفر مخالف همواره گاما تابع . ٣
گاما تابع حدی نمایش . ۴

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

z(z + ١)(z + ٢) . . . (z + n)
, z ̸= ٢−,١−,٠, . . . .
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گاما: تابع خواص
گاما تابع خاصیت ترین مهم . ١

Γ(z) = zΓ(z) (١)

داریم: n طبیعی عدد هر برای . ٢

Γ(١ + n) = n!

است صفر مخالف همواره گاما تابع . ٣
گاما تابع حدی نمایش . ۴

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

z(z + ١)(z + ٢) . . . (z + n)
, z ̸= ٢−,١−,٠, . . . .
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داریم: z غیرصحیح عدد هر برای . ۵

Γ(z)Γ(١ − z) =
π

sin(πz)
.

لاگرانژ فرمول . ۶

Γ(z)Γ(z +
١
٢
) =

√
π٢٢z−١Γ(٢z). z ̸= ٠,

−١
٢
,−١, . . . . (٢)

رابطه(٢) در صحیح) (nعدد z = n+ ١
٢ دادن قرار با

Γ(z +
١
٢
) =

√
π(٢n)!
٢٢nn!

. (٣)

رابطه(١) در n = ٠ دادن قرار با

Γ(
−١
٢

) = −٢Γ(
١
٢
) = −٢

√
π.
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لفلر میتاگ- تابع

کسری مشتق با دیفرانسیل معادلات تحلیلی جواب های ⋆

نمایی تابع تعمیم ⋆
کسری مرتبه دیفرانسیل معادله یک ویژه تابع عنوان به ⋆

Eα(z) =
+∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
. α > ٠
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لفلر میتاگ- تابع

کسری مشتق با دیفرانسیل معادلات تحلیلی جواب های ⋆

نمایی تابع تعمیم ⋆
کسری مرتبه دیفرانسیل معادله یک ویژه تابع عنوان به ⋆

Eα(z) =
+∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
. α > ٠
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پارامتری دو میتاگ-لفلر تابع گاروال) (آ

Eα,β(z) =

+∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, (α > ٠, β > ٠).
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متغیره چند میتاگ-لفلر تابع

E(α١,...,αm),β(z١, . . . , zm) =

+∞∑
k=٠

∑
l١+···+lm=k

(k; l١, . . . , lm)
∏m

i=١ z
li
i

Γ(β +
∑m

i=١ αili)
,

l١ > ٠, . . . , lm > ٠

داریم: و هستند چندجمله ای ضرایب (k; l١, . . . , lm) آن در که

(k; l١, . . . , lm) =

(
k

l١, . . . , lm

)
=

k!

(l١)!(l٢)! . . . (lm)!
, m ∈ N.
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میتاگ-لفلر: تابع خواص
پارامتری دو میتاگ-لفلر |z|تابع < ١ . ١∫ ∞

٠
e−ttβ−١Eα,β(t

αz)dt =
١

١ − z
.

میتاگ-لفلر تابع ، α, β خاص مقادیر برخی . ٢

Eα,١(z) =

+∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
≡ Eα(z),

E١,١(z) =

+∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ١)
= ez ,

E١,٢(z) =

+∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ٢)
=

ez − ١
z

,

E١,m(z) =
١

zm−١

ez −
m−٢∑
k=٠

zk

k!

 .
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تعریف
n مرتبه از f(x) تابع معمولی مشتق

f (n)(x) =
dnf

dtn
= lim

h→٠

١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh),

آن در )که
n

r

)
=
n(n− ١)(n− ٢) . . . (n− r + ١)

r!
.
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ریمان-لیوویل کسری مشتق تعریف

aD
p
t f(t) = (

d

dt
)m+١

∫ t

a
(t− s)m−pf(s)ds, (m ≤ p < m+ ١).

(۴)
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لیوویل ریمان کسری مشتق خواص 
انتگرال و صحیح مرتبه از مشتق میان اتحاد ⊛

f (k−n)(t) =
١

Γ(n)
Dk

∫ t

a
(t− s)n−١f(s)ds,

انتگرال تا k معنی به Dk نماد ثابت، n(n ≥ ١) •
مشتق تا k معنی به k ≤ ٠ •

f(t) تابع مکرر انتگرال (k = n− ١, n− ٢, . . .) k > ٠ •
f(t) تابع k = n •

k − n = ١, ٢, . . . مرتبه از f(t) تابع مشتق k = n+ ١, n+ ٢, . . . •
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( p > ٠ انتگرال وجود دلخواه(تضمین مرتبه از انتگرال ⊛

aD
−p
t f(t) =

١
Γ(p)

∫ t

a
(t− s)p−١f(s)ds, p > ٠ (۵)

دلخواه حقیقی مرتبه از انتگرال دراین صورت باشد، پیوسته t ≥ a برای f(t) اگر
است: زیر خاصیت دارای شده(۵) تعریف

aD
−p
t (aD

−q
t f(t)) =a D

−q
t (aD

−p
t f(t)) =a D

−p−q
t f(t).
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دلخواه مرتبه از مشتق ⊛

aD
p
t f(t) =

١
Γ(k − p)

dk

dtk

∫ t

a

(t− s)k−p−١f(s)ds, (k − ١ ≤ p < k).

(۶)

aD
p
t f(t) =

dk

dtk
(aD

−(k−p)
t f(t)), (k − ١ ≤ p < k).

داریم: t > a و p = k ≥ ١

aD
p
t f(t) = f (k)(t),

معمولی مشتق با p = k > ١ مرتبه از ریمان-لیوویل کسری مشتق t > a برای
داریم: k = ١ دادن قرار با همچنین است. برابر k مرتبه از

aD
p
t f(t) =

١
Γ(١ − p)

d

dt

∫ t

a

(t− s)−pf(s)ds, (٠ ≤ p < ١). (٧)
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کاپوتو کسری مشتق

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(α− n)

∫ t

a

f (n)(s)ds

(t− s)α+١−n
, (n− ١ < α < n). (٨)

کاپوتو کسری مشتق و ریمان-لیوویل کسری مشتق ارتباط

aD
α
t f(t) =

f(٠)
tαΓ(n− α)

+C
a D

α
t f(t).
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کاپوتو کسری مشتق

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(α− n)

∫ t

a

f (n)(s)ds

(t− s)α+١−n
, (n− ١ < α < n). (٨)

کاپوتو کسری مشتق و ریمان-لیوویل کسری مشتق ارتباط

aD
α
t f(t) =

f(٠)
tαΓ(n− α)

+C
a D

α
t f(t).
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کسری زمان معادله

∂αt u(x, t) = ∆u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (٠, T ),
ic : u(x, ٠) = u٠(x), x ∈ Ω

bc : u(x, t) = ٠, x ∈ ∂Ω

لاپلاس عملگر : ∆ ◀

α (٠ < α < مرتبه(١ کسری :مشتق ∂αt ◀

f ∈ Ω× (٠, T ) ◀
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کسری زمان معادله

∂αt u(x, t) = ∆u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (٠, T ),
ic : u(x, ٠) = u٠(x), x ∈ Ω

bc : u(x, t) = ٠, x ∈ ∂Ω

لاپلاس عملگر : ∆ ◀

α (٠ < α < مرتبه(١ کسری :مشتق ∂αt ◀

f ∈ Ω× (٠, T ) ◀
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کسری زمان معادله تحلیلی حل
متغیرها جداسازی روش ◀

Dα
t T (t)

T (t)
=

−L(X)

X(x)
= −λ,=⇒

(Dα
t T )(t) = −λT (t)
L(X) = λX (⋆)

Ti(t) = CiEα(−λitα)

uk(x, t) =

k∑
i=١

CiEα(−λitα)Xi(x) k = ١, ٢, . . . =⇒

u(x, t)=

∞∑
k=١

(u٠, Xk)Eα,١(λkt
α)Xk(x)
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سوم فصل

طیفی شبه روش معرفی
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PDEs حل برای عددی روش های از برخی

(Finite difference methods)متناهی تفاضلات روش های ◀

(Finite element methods) محدود المان روش های ◀

(Spectral methods) طیفی) شبه طیفی(روش های روش های ◀

(Boundary element methods) مرزی المان روش های ◀

شبکه بدون روش های و شعاعی پایه ای توابع روش های ◀

(Radial basis methods and Meshless methods)
(Semi-discretization methods) گسسته نیمه روش های ◀

(Domain decomposition methods) دامنه تجزیه روش های ◀
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١٩۴۴ -بیلنوا(مطرح) ◀

(اجرا) ویوچالی و ١٩۵۴ -سیلبرمن ◀

الیاسون و (١٩۶٩ - ١٩٧٠)-اوزاگ ◀

کاربردی) هورس(برنامه های ١٩٧٠ -ماچن ◀

ریاضی) اصلی اوزاگ(مبنای و ١٩٧٧ -گتلیب ◀

محاسبات) ١٩٩٠ -(جریان ◀
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قوی) دیفرانسیل(فرم معادله کلی فرم

{
Lu = f Ω
Bu = g ∂Ω∗

Rd, d = ٢, ٣ در کرانداری دامنه دهنده نشان Ω ◀

مرز ∂Ω ◀

تابع f ◀

مجهول u ◀

خطی دیفرانسیل عملگر L ◀

مرزی عملگر B ◀

∂Ω∗ ⊂ ∂Ω ◀
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قوی) دیفرانسیل(فرم معادله کلی فرم
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Lu = f Ω
Bu = g ∂Ω∗

Rd, d = ٢, ٣ در کرانداری دامنه دهنده نشان Ω ◀

مرز ∂Ω ◀

تابع f ◀

مجهول u ◀

خطی دیفرانسیل عملگر L ◀

مرزی عملگر B ◀

∂Ω∗ ⊂ ∂Ω ◀
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طیفی شبه روش

d = ٢, ٣,Ω = [−١, ١]d کرانداری دامنه ◀

هم مکانی نقطه (N + ١)d ⇐= افراز بازه زیر N به را بازه ◀

N مساوی یا کمتر درجه از چندجمله ای های همه فضای را PN ◀

uN ∈ PN طیفی هم مکانی جواب ◀

◀{
LNuN = f xi ∈ Ω− ∂Ω∗

BNuN = g xi ∈ ∂Ω∗ (٩)
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L از تقریبی طیفی) شبه (مشتق LN ◀

طیفی هم مکانی روش ضعیف فرم ◀

Find uN ∈ VN ; aN (uN , vN ) = fN (vN ) ∀vN ∈ VN .

لاگرانژ جمله ایهای تریال:چند تابع ◀

کرونکر دلتای تست:تابع تابع ◀
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L از تقریبی طیفی) شبه (مشتق LN ◀

طیفی هم مکانی روش ضعیف فرم ◀

Find uN ∈ VN ; aN (uN , vN ) = fN (vN ) ∀vN ∈ VN .

لاگرانژ جمله ایهای تریال:چند تابع ◀

کرونکر دلتای تست:تابع تابع ◀
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تریال تابع اعمال

uN (x) =

(N+١)d∑
j=١

Cjψj(x); Cj = uN (xj)

LNuN = f ⇒

LN

(N+١)d∑
j=١

Cjψj(xi) =

(N+١)d∑
j=١

(LNψj)(xi)Cj = f(xi)

xi ∈ Ω\∂Ω∗

(N+١)d∑
j=١

(BNψj)(xi)Cj = g(xi) xi ∈ ∂Ω∗
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از: عبارتند داد انجام باید روش ها این در که مراحلی
{ψj(x)} پایه ای توابع انتخاب ⋆

Cj مجهول ها ⋆

مسئله حل نحوه ⋆

Ua ≃
(N+١)d∑
j=١

Cjψj(x)

R(x; c٠, c١, . . . , cN ) = LUa − f دراینصورت: باشد عملگر یک L اگر ⋆
R = ٠ ⇐= Cj ما مطلوب R باقی مانده محاسبه ⋆

w(x) وزن تابع دادن دخالت ⋆
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از: عبارتند داد انجام باید روش ها این در که مراحلی
{ψj(x)} پایه ای توابع انتخاب ⋆

Cj مجهول ها ⋆

مسئله حل نحوه ⋆

Ua ≃
(N+١)d∑
j=١

Cjψj(x)

R(x; c٠, c١, . . . , cN ) = LUa − f دراینصورت: باشد عملگر یک L اگر ⋆
R = ٠ ⇐= Cj ما مطلوب R باقی مانده محاسبه ⋆

w(x) وزن تابع دادن دخالت ⋆
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:⟨R,wj⟩ داخلی ضرب

⟨R,wj⟩ =
∫
Rwjdx

می کنیم. شدن صفر به مجبور را R ،
∫
Rwjdx = ٠

wj = δ(x− xj) =

{
١ x = xj
٠ x ̸= xj

بود. خواهد طیفی شبه روش همان حاصل روش
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مشتق ماتریس
چبیشف نقاط گرفتن نظر در ◀

چبیشف نقاط در u شبکه ای تابع تعریف ◀

w گسسته مشتق محاسبه ◀

p(xj) = uj , ٠ ≤ j < n با درجه ≤ n از منحصربفرد چندجمله ای p ♦
wj = p′(xj) ♦

=⇒ w = Dnu.
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١ مثال
بین درونیاب چندجمله ای ⇐ x٠ = ١, x١ = −١ درونیابی نقاط ⇐ n = ١

⇓ ℓ٠, ℓ١

p(x) =
١
٢
(١ + x)ℓ٠ +

١
٢
(١ − x)ℓ١.

داریم: مشتق گیری با

p′(x) =
١
٢
ℓ٠ −

١
٢
ℓ١. =⇒

٢ × ٢ ماتریس D١

D١ =

( ١
٢ −١

٢
١
٢ −١

٢

)
.
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٢ مثال
درونیاب چندجمله ای ⇐ x٠ = ١, x١ = ٠, x٢ = −١ درونیابی نقاط ⇐ n = ٢

بین

p(x) =
١
٢
x(١ + x)ℓ٠ + (١ + x)(١ − x)ℓ١ +

١
٢
x(x− ١)ℓ٢.

داریم: مشتق گیری با

p′(x) = (x+
١
٢
)ℓ٠ −

١
٢
xℓ١ + (x =

١
٢
)ℓ٢.

٣ × ٣ ماتریسی D٢

D٢ =

 ٣
٢ −٢ ١

٢
١
٢ ٠ −١

٢
−١

٢ ٢ −٣
٢


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اول: ستون محاسبات

p′(x٠ = ١) = (١ +
١
٢
)ℓ٠ =

٣
٢
ℓ٠

p′(x١ = ٠) =
١
٢
ℓ٠

p′(x٢ = −١) = (−١ +
١
٢
)ℓ٠ = −١

٢
ℓ٠
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مشتق: ماتریس عناصر محاسبه کلی فرمول
قطر: غیر عناصر

[Dn]kj = ℓ′j(xk) =
λj

λk(xk − xj)
, k ̸= j.

اصلی: قطر روی عناصر

[Dn]kk =

n∑
j=٠
j ̸=k

[Dn]kj , k = ٠, ١, . . . , n,

λ−١
j =

∏n
k ̸=j(xj − xk)
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:p مرتبه مشتق ماتریس ]عناصر
D(p)

n

]
ij
= ℓ

(p)
j (xi), i, j = ٠, ١, . . . , n,

مشتق: ماتریس عناصر محاسبه بازگشتی فرمول

[
D(p)

n

]
kj

=
p

xk − xj

(λj
λk

[
D(p−١)

n

]
kk

−
[
D(p−١)

n

]
kj

)
, k ̸= j
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Ω = (−١, ٢(١ کرانداری دامنه ♦
چبیشف نقاط ♦

xij = (cos(iπ/n), cos(jπ/n)), i, j = ٠, ١, . . . , n.

ℓij(xij) = δij که xij برای لاگرانژ چندجمله ای های ♦

ℓij(x) = ℓi(x)ℓj(y), i, j = ٠, . . . , n,

∂٢
xℓij(xrs) = ℓ′′i (xr)ℓj(ys) = [D٢

n]riδjs,

∂٢
yℓij(xrs) = ℓi(xr)ℓ

′′
j (ys) = δri[D

٢
n]sj ,
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♦

∆ℓij(xrs) = [D٢
n]riδjs + δri[D

٢
n]sj , r, s = ٠, ١, . . . , n.

♦

Ln = In ⊗D٢
n +D٢

n ⊗ In, (٢D),

♦

Ln = In ⊗ In ⊗D٢
n + In ⊗D٢

n ⊗ In +D٢
n ⊗ In ⊗ In, (٣D),
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دو مرتبه دیریکله مسئله

∆u(x) = f(x), x ∈ Ω

u(x) = ٠, x ∈ ∂Ω,

U(x) =

n−١∑
i,j=١

uijℓij(x), uij := u(xij) uاز تقریبی

F (x) =

n−١∑
i,j=١

fijℓij(x). fij := f(xij) جریمه تابع

u٠,j = un,j = ui,٠ = ui,n = ٠, i, j = ٠, ١, . . . , n.مرزی شرایط
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نیاز زیر به صورت باقی مانده تابع به uij شبکه نقاط مقادیر برای معادلات یافتن برای
داریم

Rn(x) := ∆U(x)− F (x)

Rn(xrs) = ٠ r, s = ١, . . . , n− ١

∆

n−١∑
i,j=١

uijℓij(xrs) =

n−١∑
i,j=١

∆ℓij(xrs)uij =

n−١∑
i,j=١

(
[D٢

n]riδjs + δri[D
٢
n]sj

)
uij = frs, r, s = ٠, ١, . . . , n− ١.
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دستگاه یک ⇐= راست سمت مقادیر و مجهولات بعدی N بردارهای به ترتیب F و U
خطی )معادلات

Ĩn ⊗ D̃٢
n + D̃٢

n ⊗ Ĩn
)
U = F,

آخر و اول ستون های و سطرها حذف با که (n− ١)× (n− ١) ماتریس D̃٢
n ◀

شده حاصل D٢
n

(n− ١)× (n− ١) همانی ماتریس Ĩn ◀

مربوط ستون های و سطرها حذف با Ln گسسته لاپلاسین از L̃n ضرایب ماتریس ◀

uij ضرایب به

L̃n = Ĩn ⊗ D̃٢
n + D̃٢

n ⊗ Ĩn,
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دستگاه یک ⇐= راست سمت مقادیر و مجهولات بعدی N بردارهای به ترتیب F و U
خطی )معادلات

Ĩn ⊗ D̃٢
n + D̃٢

n ⊗ Ĩn
)
U = F,

آخر و اول ستون های و سطرها حذف با که (n− ١)× (n− ١) ماتریس D̃٢
n ◀

شده حاصل D٢
n

(n− ١)× (n− ١) همانی ماتریس Ĩn ◀

مربوط ستون های و سطرها حذف با Ln گسسته لاپلاسین از L̃n ضرایب ماتریس ◀

uij ضرایب به

L̃n = Ĩn ⊗ D̃٢
n + D̃٢

n ⊗ Ĩn,
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چهارم فصل

گسسته نیمه کسری زمان معادلات
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زمان: به وابسته معادلات حل برای روش ها انواع
متناهی تفاضلات روش ♣

خطوط روش ♣
می گیرد) درنظر بعد یک عنوان به را (زمان بعدی چند پایه ای توابع ♣
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∂αt u(x, t) = ∆u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (٠, T ),
ic : u(x, ٠) = u٠(x), x ∈ Ω

bc : u(x, t) = ٠, x ∈ ∂Ω

un(x, t) =

n−١∑
i,j=١

uijℓij(x), uij := u(xij , t)

fn(x, t) =

n−١∑
i,j=١

fijℓij(x). fij := f(xij , t)

Rn(x, t) := ∂αt un(x, t)−∆un(x, t)− f(x, t)
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C
٠ Dα

t urs(t) =

n−١∑
i,j=١

(
[D٢

n]riδjs + δri[D
٢
n]sj

)
uij = frs,

r, s = ٠, ١, . . . , n− ١.{
C
٠ D

α
t Un(t) = L̃nUn(t) + Fn(t)

Un(٠) = Un,٠,
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