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١
متری فضاهای

مسائل

است. R روی متر ͷی d(x, y) =
√

|x− y| تابع دهید نشان ١ . ١

x, y ∈ X هر برای باشد. R به [a, b] از پیوسته توابع همه مجموعه X کنید فرض ١ . ٢

کنید تعریف

d(x, y) = max
{
|x(t)− y(t)| : t ∈ [a, b]

}
.

است. متری فضای ͷی (X, d) دهید نشان

x, y ∈ X هر برای باشد. R به [a, b] از پیوسته توابع همه مجموعه X کنید فرض ١ . ٣

کنید تعریف

d(x, y) =

∫ b

a
|x(t)− y(t)| dt .

است. متری فضای ͷی (X, d) دهید نشان



متری٢ فضاهای ١

داریم x, y, z, w ∈ X هر برای دهید نشان باشد. متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض ۴ . ١∣∣∣d(x, z)− d(z, y)
∣∣∣ ≤ d(x, y)

,d(x∣∣∣و y)− d(z, w)
∣∣∣ ≤ d(x, z) + d(y, w) .

بͽیرید: نظر در زیر به صورت را ρ تابع باشد. متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض ۵ . ١

ρ(x, y) :=
d(x, y)

۱ + d(x, y)
, (x, y ∈ X) .

است. X روی متر ͷی ρ دهید نشان

،x, y ∈ X هر برای زیرا است؛ X روی کراندار متر ͷی ρ متر که کنید (توجه

(ρ(x, y) < ۱

بͽیرید: نظر در زیر به صورت را δ تابع باشد. متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض ۶ . ١

δ(x, y) := min{۱, d(x, y)} , (x, y ∈ X) .

است. X روی کراندار متر ͷی δ دهید نشان

آن باشد باز A ⊆ X اینکه برای کافͬ و لازم شرط ،X متری فضای هر در دهید نشان ١ . ٧

A در مشمول باز مجموعه بزرگترین A◦ که دهید نشان همچنین .A◦ = A که است

است.

که دهید نشان باشد. ۰ < r < s و x ∈ X متری، فضای (X, d) کنید فرض ١ . ٨

B(x; r) = B(x; s) است ممͺن که دهید نشان همچنین .B(x; r) ⊆ B(x; s)

.r < s اگر حتͬ

باشد، X متری فضای در مجزا نقطه دو y و x کنید فرض هاوسدورف١) (خاصیت ١ . ٩

.B(x; r) ∩B(y; r) = ∅ که است موجود چنان r > ۰ که دهید نشان

است. باز R۲ اقلیدسͬ فضای در U = {(x, y) ∈ R۲ : xy ̸= ۰} که دهید نشان ١ . ١٠

1Hausdorff property



٣مسائل

سپس و کنید مشخص R اقلیدسͬ فضای در را زیر مجموعه های حدی نقاط مجموعه ١ . ١١

هستند. بسته ͷکدام ی و باز آنها از ͷکدام ی که کنید تعییین

،Z (الف)

،A =
{

۱
۲n

+ ۱
۵m

: n,m ∈ N
}

(ب)

،B =
{
(−۱)n + ۱

m : n,m ∈ N
}

(ج)

،C =
{

۱
n + ۱

m : n,m ∈ N
}

(د)

.D =

{
(−۱)n

۱ + ۱
n

: n ∈ N
}

(هـ)

سوالات به .A = (−۱, ۱)∪ (۱, ۲) کنید فرض و بͽیرید نظر در را R اقلیدسͬ فضای ١ . ١٢

دهید. پاسخ توضیح با زیر

است؟ چه قدر A قطر (الف)

هیچ کدام؟ یا بسته است، باز A آیا (ب)

است؟ A حدی نقطه x = ۱ آیا (ج)

آورید. دست به را A ،A بستار (د)

است؟ همبند A آیا (هـ)

باشد. X متری فضای در مجموعه ای E کنید فرض ١ . ١٣

است. باز همیشه E◦ کنید ثابت (الف)

.G ⊆ E◦ کنید ثابت آن گاه باشد، باز G و G ⊆ E هرگاه (ب)

.(E◦)c = Ec کنید ثابت (ج)

هستند؟ برابر همیشه E
◦ و E◦ آیا (د)

هستند؟ برابر همواره E◦ و E آیا (هـ)

که دهید نشان باشند. A,B ⊆ X و متری فضای ͷی X کنید فرض ١۴ . ١

.(A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦ (الف)

ممͺن تساوی دهد نشان که بیاورید مثالͬ همچنین .(A ∪ B)◦ ⊇ A◦ ∪ B◦ (ب)

نباشد. برقرار است

کنید: ثابت .A,B ⊆ X و متری فضای X کنید فرض ١۵ . ١

.(A′)′ ⊆ A′ یعنͬ است، بسته X در A′ (الف)



متری۴ فضاهای ١

.A′ ⊆ B′ آن گاه ،A ⊆ B هرگاه (ب)

.(A ∪B)′ = A′ ∪B′ (ج)

.(A ∩B)′ ⊆ A′ ∩B′ (د)

.(A)′ = A′ (هـ)

که: دهید نشان باشند، X متری فضای ͷی در مجموعه هایی A۱, · · · , An هرگاه ١۶ . ١

.(∪n
i=۱Ai) = ∪n

i=۱Ai (الف)

.(∩n
i=۱Ai) ⊆ ∩n

i=۱Ai (ب)

مجموعه ای ،X متری فضای فشرده زیرمجموعه های از دلخواه خانواده هر اشتراک کنید ثابت ١ . ١٧

است. فشرده

است. فشرده ،X متری فضای فشرده زیرمجموعه های از متناهͬ تعداد اجتماع کنید ثابت ١ . ١٨

A مرزی نقطه را x ∈ X نقطه باشد. X متری فضای از زیرمجموعه ای A کنید فرض ١ . ١٩

r > ۰ هر برای هرگاه ͬ نامیم م

B(x; r) ∩A ̸= ∅ و B(x; r) ∩Ac ̸= ∅ .

ͬ دهیم. م نمایش ∂A نماد با را A مرزی نقاط همه مجموعه

کنید: مشخص R۲ اقلیدسͬ فضای در را زیر مجموعه های مرزی نقاط (الف)

A =
{
(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ ≤ ۱

}
,

B =
{
(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ < ۱

}
,

C =
{
(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ = ۱

}
.

است. بسته مجموعه ͷی ∂A که بͽیرید نتیجه و ∂A = A∩X \A کنید ثابت (ب)

.∂A = ∂(X \A) (ج)

.∂(A ∪B) = ∂A ∪ ∂B آن گاه ،A ∩B = ∅ هرگاه (د)

پیوسته تابع هر اگروفقط اگر است همبند X متری فضای ͷی که دهید نشان ١ . ٢٠

باشد. ثابت تابع ͷی f : X −→ {±۱}



۵مسائل

Cr = {(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ = r۲} دایره که دهید نشان ،r > ۰ هر برای ١ . ٢١

است. مسیری همبند

نیست. مسیری همبند {(x, y) ∈ R۲ : x۲ − y۲ = ۱} هذلولͬ که دهید نشان ١ . ٢٢

دهید نشان باشد. X روی گسسته متر d و ناتهͬ مجموعه X کنید فرض ١ . ٢٣

است. بسته هم و باز هم A آن گاه باشد، A ⊆ X اگر (الف)

باشد. متناهͬ A اگروفقط اگر است فشرده A ⊆ X اگر (ب)

هستند. عضوی تک X همبند زیرمجموعه های تنها (ج)

λ ∈ [۰, ۱] هر و x, y ∈ E هر برای هرگاه نامیم محدب١ را E ⊆ Rn مجموعه ٢۴ . ١

λx+ (۱ − λ)y ∈ E .

است. همبند Rn در محدب مجموعه هر کنید ثابت

1convex set





٢
عددی سری های و دنباله ها

مسائل

.limn→∞ xn = ۰ دهید نشان .|x| < ۱ که باشد چنان x ∈ R کنید فرض ٢ . ١

است. همͽرا ۱ به { n
√
a} دنباله که کنید ثابت باشد. a > ۰ کنید فرض ٢ . ٢

همͽرا {x۳n} و {x۲n+۱} ،{x۲n} که باشد حقیقͬ اعداد از دنباله ای {xn} کنید فرض ٢ . ٣

است. همͽرا {xn} که دهید نشان هستند.

به طوری که باشند حقیقͬ دنباله دو {yn} و {xn} کنید فرض ۴ . ٢

.xn ≤ yn ،n ∈ N هر برای (آ)

است. صعودی {xn} دنباله (ب)

است. نزولͬ {yn} دنباله (ج)



عددی٨ سری های و دنباله ها ٢

و هستند همͽرا {yn} و {xn} دنباله های که دهید نشان

lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

yn .

دنباله ولͬ نیست، همͽرا xn = ۱ +
۱

۲
+

۱

۳
+ · · · + ۱

n
دنباله که دهید نشان ۵ . ٢

است. همͽرا yn = ۱ +
۱

۲
+

۱

۳
+ · · ·+ ۱

n
− ln(n)

دنباله که دهید نشان ۶ . ٢

xn =

∫ n

۱

cos t

t۲
dt

است. کوشͬ دنباله ͷی

باشند. X در کوشͬ دنباله دو {yn} و {xn} و متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض ٢ . ٧

است. همͽرا R در {d(xn, yn)} دنباله که دهید نشان

است. کامل فضای گسسته، متری فضای هر که دهید نشان ٢ . ٨

که باشد دنباله ای {xn} اگر که دهید نشان چزارو، میانگین از استفاده با ٢ . ٩

آن گاه ،limn→∞(xn+۱ − xn) = ℓ

lim
n→∞

xn
n

= ℓ .

اگروفقط اگر است همͽرا {xn} که دهید نشان باشد. یͺنوا دنباله ای {xn} کنید فرض ٢ . ١٠

باشد. همͽرا زیردنباله ͷی دارای دنباله

و باشد xn > ۰ ،n ≥ ۱ هر برای کنید فرض ٢ . ١١

lim
n→∞

xn+۱

xn
= r < ۱ .

است. همͽرا {xn} که دهید نشان

n ≥ ۲ هر برای و x۱ = ۱ دهید قرار ٢ . ١٢

xn = xn−۱ +
۱

xn+۱
.

است. واگرا {xn} که دهید نشان



٩مسائل

n ≥ ۲ هر برای و r۱ = ۱ کنید تعریف ٢ . ١٣

rn = ۱ +
۱

rn−۱
.

به باید آن گاه باشد، همͽرا {rn} اگر که دهید نشان (الف)

ϕ =
۱ +

√
۵

۲
,

ͬ شود. م نامیده طلایی١ نسبت عدد، این که باشد، همͽرا

داریم n ≥ ۲ هر برای که دهید نشان (ب)

|rn − ϕ| ≤ ۱

ϕ
|rn−۱ − ϕ| .

باشد. همͽرا ϕ به باید {rn} که دهید نشان (ج)

کنید ثابت باشند. دلخواه دنباله دو {yn} و {xn} کنید فرض ١۴ . ٢

.lim infn→∞(xn + yn) ≥ lim infn→∞ xn + lim infn→∞ yn (الف)

.lim supn→∞(xn + yn) ≤ lim supn→∞ xn + lim supn→∞ yn (ب)

کنید ثابت باشند. مثبت جملات با دلخواه دنباله دو {yn} و {xn} کنید فرض ١۵ . ٢

.lim supn→∞(xnyn) ≤
(
lim supn→∞ xn

)(
lim supn→∞ yn

)
(الف)

باشد. اکید بالا نامساوی که دهید ارائه مثالͬ (ب)

کنید: بررسͬ را زیر سری های همͽرایی ١۶ . ٢∑∞
n=۱

۴n+ ۱

۳n۳ − n۲ − ۱
∞∑(الف)

n=۱

n

۲n
∞∑(ب)

n=۱

cos(nπ)

n۲
∞∑(ج)

n=۱(
√
n+ ۱ −

√
n) ∞∑(د)

n=۱

(
n
√
n− ۱

)n ∞∑(هـ)
n=۱

۱

(۲n+ ۱)۳
∞∑(و)

n=۲

۱

n lnn
(ز)

1golden ratio



عددی١٠ سری های و دنباله ها ٢

∑∞
n=۲

۱

n(lnn)۲
∞∑(ح)

n=۱

n۲

en
∞∑(ط)

n=۱

e۱/n

n۲
(ی)

که دهید نشان آن گاه ،n = ۱, ۲, · · · ،xn > ۰ هرگاه ٢ . ١٧

lim inf
n→∞

xn+۱

xn
≤ lim inf

n→∞
n
√
xn ≤ lim sup

n→∞
n
√
xn ≤ lim sup

n→∞

xn+۱

xn
.

موجود نیز limn→∞ n
√
xn آن گاه باشد، موجود limn→∞

xn+۱

xn
اگر که بͽیرید نتتیجه

است؟ برقرار نیز مطلب این عکس حالت آیا هستند. برابر باهم و

که دهید نشان ٢ . ١٨

limn→∞
n

n
√
n!

= e (الف)

limn→∞
n
√
(n+ ۱)(n+ ۲) · · · ۲n

n
=

۴

e
(ب)

ͬ کند. م ایجاب را
∑ √

xn
n

همͽرایی
∑

xn همͽرایی ،xn ≥ ۰ هرگاه کنید ثابت ٢ . ١٩

است واگرا زیر سری کنید ثابت ٢ . ٢٠

∞∑
n=۱

۱

n
(
۱ + ۱

۲
+ · · ·+ ۱

n

) .
کنید ثابت باشد، همͽرا

∑
xn و نزولͬ دنباله ای {xn} کنید فرض ٢ . ٢١

lim
n→∞

nxn = ۰ .



٣
پیوستگͬ

مسائل

کنید ثابت ٣ . ١

lim
x→۰

۱

۱ + e−
۱
x

= ۱ .

دیریͺله تابع که دهید نشان ٣ . ٢

D(x) =

{
۱ ;x ∈ Q
۰ ;x ∈ Qc

نیست. پیوسته نقطه ای هیچ در

کنید: بررسͬ شده داده نقطه در را یزر توابع پیوستگͬ ٣ . ٣

،x = ۰ در f(x) = x− |x| (الف)

.x = ۰ در ،f(x) =

{
xm sin ۱

x ;x ≠ ۰ , m > ۰

۰ ;x = ۰
(ب)



پیوستگ١٢ͬ ٣

کنید تعریف زیر به صورت را f : R −→ R تابع ۴ . ٣

f(x) =

{
۱
n ;x = m

n , gcd(m,n) = ۱ ,

۰ ;x ∈ Qc .

است. ناپیوسته گویا نقطه هر در و پیوسته گنگ نقطه هر در f که دهید نشان

بͽیرید. نظر در p(x, y) = x به صورت را p : R۲ −→ R تابع ۵ . ٣

است. اقلیدسͬ متر به نسبت پیوسته تابع ͷی p که دهید نشان (الف)

هیچ کدام؟ یا است؟ بسته است؟ باز مجموعه این آیا آورید. دست به را p−۱({۰}) (ب)

بͽیرید نظر در زیر به صورت را g : R۲ −→ R تابع ۶ . ٣

g(x, y) =


xy

x۲ + y۲
; (x, y) ̸= (۰, ۰) ,

a ; (x, y) = (۰, ۰) ,

نیست. پیوسته (۰, ۰) در g تابع که دهید نشان است. ثابت حقیقͬ عدد ͷی a آن در که

است. پیوسته c در f آن گاه باشد، D مجموعه برای تنها نقطه ͷی c اگر که کنید ثابت ٣ . ٧

،x, y ∈ R هر برای که باشد تابعͬ f : R −→ R کنید فرض ٣ . ٨

f(x+ y) = f(x) + f(y) .

که دهید نشان

.f(nx) = nf(x) ،n ∈ N هر و x ∈ R هر برای (الف)

باشد. پیوسته R روی f اگروفقط اگر است پیوسته نقطه ͷی در f (ب)

.f(x) = mx که باشد موجود چنان m ∈ R اگروفقط اگر است پیوسته f (ج)

تعریف زیر به صورت را f : X −→ R نگاشت باشد. متری فضای (X, d) کنید فرض ٣ . ٩

کنید

f(x) = d(x, a) ,

است. پیوسته X روی f که دهید نشان است. ثابت نقطه ͷی a ∈ X آن در که



١٣مسائل

باشد. پیوسته تابعͬ f : X −→ Y و متری فضای دو (Y, dY ) و (X, dX) کنید فرض ٣ . ١٠

،A ⊆ X هر برای که دهید نشان

f(A) ⊆ f(A) .

ای، M > ۰ برای که باشد خاصیت این با تابعͬ f : R −→ R کنید فرض ٣ . ١١

|f(x)| ≤ M |x|۲ , ∀x ∈ R .

که کنید ثابت

lim
x→۰

f(x) = lim
x→۰

f(x)

x
= ۰ .

y ∈ [a, b] ،x ∈ [a, b] هر برای اگر باشد. [a, b] روی پیوسته ای تابع f کنید فرض ٣ . ١٢

که باشد موجود چنان

|f(y)| ≤ ۱

۲
|f(x)| ,

.f(c) = ۰ که است موجود چنان c ∈ [a, b] که دهید نشان آن گاه

و باشد R روی پیوسته تابعͬ f گنید فرض ٣ . ١٣

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = ۰ .

ͬ گیرد. م R روی را خود ͬ نیمم م یا ماکزیمم و است کراندار R روی f کنید ثابت

نشان باشد. x۱, · · · , xn ∈ [a, b] و پیوسته تابعͬ f : [a, b] −→ R کنید فرض ١۴ . ٣

که است موجود چنان z ∈ [a, b] نقطه دهید

f(z) =
f(x۱) + · · ·+ f(xn)

n
.

تابع که دهید نشان ١۵ . ٣

f(x) =


۱ + x۲ ;x > ۰ ,

۰ ;x = ۰ ,

−(۱ + x۲) ;x < ۰ ,

است. پیوسته معکوس دارای امˁا است ناپیوسته R روی



پیوستگ١۴ͬ ٣

باشند. S ⊆ R مجموعه روی یͺنواخت پیوسته توابه g و f کنید فرض ١۶ . ٣

است. یͺنواخت پیوسته S روی نیز f + g که دهید نشان (الف)

یͺنواخت پیوسته نیز fg که کنید ثابت آن گاه باشند، نیز کراندار S روی g و f هرگاه (ب)

است.

باشند، متناهͬ و موجود دو هر f(b−) و f(a+) و پیوسته (a, b) روی f کنید فرض ٣ . ١٧

است. یͺنواخت پیوسته (a, b) روی f که دهید نشان

است. کراندار بازه این روی که کنید ثابت باشد، یͺنواخت پیوسته (a, b) روی f اگر ٣ . ١٨

است ممͺن که بیاورید مثالͬ آن گاه باشد، پیوسته فقط بازه این روی f اگر که کنید توجه

باشد. بیͺران f

(a, b) روی f که کنید ثابت باشد. (a, b) روی یͺنوا و پیوسته تابعͬ f کنید فرض ٣ . ١٩

باشد. کراندار بازه این روی f اگروفقط اگر است یͺنواخت پیوسته

موجود چنان K > ۰ هرگاه ͬ شود م نامیده لیپ شیتز١ S ⊆ R مجموعه روی f تابع ٣ . ٢٠

باشیم داشته x, y ∈ S هر برای که باشد

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y| .

پیوسته مجموعه این روی f آن گاه باشد، لیپ شیتز S روی f اگر کنید ثابت (الف)

است. یͺنواخت

بازه این روی امˁا است، یͺنواخت پیوسته [۰, ۱] روی f(x) =
√
x که دهید نشان (ب)

نیست. لیپ شیتز

هر و x, y ∈ (a, b) هر برای هرگاه نامیم محدب٢ را f : (a, b) −→ R تابع ٣ . ٢١

باشیم داشته λ ∈ [۰, ۱]

f
(
λx+ (۱ − λ)y

)
≤ λf(x) + (۱ − λ)f(y) .

است. پیوسته (a, b) روی f آن گاه باشد، محدب (a, b) روی f اگر کنید ثابت

داشته x, y ∈ (a, b) هر برای هرگاه نامیم میان٣ͬ محدب را f : (a, b) −→ R تابع ٣ . ٢٢

1Lipschitz 2convex function 3midconvex function



١۵مسائل

باشیم

f

(
x+ y

۲

)
≤ f(x) + f(y)

۲
.

است. پیوسته ،(a, b) روی پیوسته و میانͬ محدب تابع هر کنید ثابت (الف)

f که باشد موجود (a, b) در x۰ای و میانͬ محدب (a, b) روی f اگر کنید ثابت (ب)

است. پیوسته (a, b) روی f دهید نشان باشد، کراندار بالا از آن از ͬͽهمسای ͷی روی





۴
مشتق

مسائل

هستند: مشتق پذیر x = ۰ در زیر توابع دهید نشان ١ . ۴

.g(x) = x۲|x| (ب) ،f(x) = x|x| (الف)

تابع که دهید نشان ٢ . ۴

f(x) =

{
x۳ sin ۱

x ;x ̸= ۰ ,

۰ ;x = ۰ ,

است. پیوسته x = ۰ در f ′ علاوه براین و است مشتق پذیر x = ۰ در

بررسͬ [−۱, روی[۱ f(x) = |x| تابع برای را لاگرانژ میانگین مقدار قضیه و رول قضیه ٣ . ۴

کنید.

دنباله کنید ثابت باشد. کراندار مشتق دارای و شده تعریف (۰, ۱] بر f تابع کنید فرض ۴ . ۴

است. حد دارای an = f
(

۱
n

)



مشتق١٨ ۴

،x ∈ R هر برای و f(x) = a۱ sinx+ a۲ sin ۲x+ · · ·+ an sinnx کنید فرض ۵ . ۴

کنید ثابت باشد. |f(x)| ≤ | sinx|

|a۱ + ۲a۲ + · · ·+ nan| ≤ ۱ .

مشتق های با مشتق پذیر دو̰م مرتبه تا که باشد تابعͬ f : (a, b) −→ R کنید فرض ۶ . ۴

،x ∈ (a, b) هر برای که کنید ثابت باشد. پیوسته

lim
h→۰

f(x+ h)− ۲f(x) + f(x− h)

h۲
= f ′′(x) .

باشد. متناهͬ و موجود (۰, ۱) بر f ′(x) و f(۰) = ۰ پیوسته، [۰, ۱] بر f کنید فرض ٧ . ۴

است. صعودی نیز f(x)
x

آن گاه باشد، صعودی (۰, ۱) بر f ′ اگر کنید ثابت

و بوده پیوسته [a, b] بر و متناهͬ مشتق دارای (a, b) بر f کنید فرض ٨ . ۴

موجود چنان c ∈ (a, b) مانند عددی ،λ هر برای کنید ثابت .f(a) = f(b) = ۰

که است

f ′(c) = λf(c) .

موجود چنان A مثبت حقیقͬ عدد و f(a) = ۰ بوده مشتق پذیر [a, b] بر f کنید فرض ٩ . ۴

هر به ازای کنید ثابت .|f ′(x)| ≤ A|f(x)| ،x ∈ [a, b] هر برای به طوری که باشد

.f(x) = ۰ ،x ∈ [a, b]

x, y ∈ R هر به ازای به طوری که باشد R روی شده تعریف تابعͬ f کنید فرض ١٠ . ۴

|f(x)− f(y)| ≤ (x− y)۲ .

است. ثابت تابعͬ f که کنید ثابت

،x ≥ ۰ هر برای و f(۰) = g(۰) ،R روی مشتق پذیر توابعͬ g و f کنید فرض ١١ . ۴

.f(x) ≤ g(x) ،x ≥ ۰ هر به ازای که کنید ثابت .f ′(x) ≤ g′(x)

آورید: دست به را زیر هذلولوی توابع مͷ لورن سری ١٢ . ۴

sinhx =
ex − e−x

۲
, coshx =

ex + e−x

۲
.



١٩مسائل

باشد. مشتق پذیر f : (a, b) −→ R کنید فرض ١٣ . ۴

باشد. صعودی f ′ اگروفقط اگر است محدب f دهید نشان (الف)

اگروفقط اگر است محدب f آن گاه باشد (a, b) روی دوم مرتبه مشتق دارای f اگر (ب)

.f ′′(x) ≥ ۰ ،x ∈ (a, b) هر برای





۵
ریمان انتگرال

مسائل

و ۰ < a < b کنید فرض ١ . ۵

f(x) =

{
۰ ;x ∈ [a, b] ∩Q ,

x ;x ∈ [a, b] ∩Qc .

انتگرال پذیر ریمان f که دهید نشان و آورید دست به [a, b]روی را f بالای و پایین انتگرال

است.

کنید تعریف زیر به صورت [۰, ۱] روی را f تابع ٢ . ۵

f(x) =

۰ ;x ∈ [۰, ۱] ∩Qc یا x = ۰ ,
۱

n
;x =

m

n
∈ [۰, ۱] ∩Q و gcd(m,n) = ۱ .

.
∫ ۱

۰
f(x) dx = ۰ و است انتگرال پذیر ریمان f که دهید نشان



ریمان٢٢ انتگرال ۵

باشد. انتگرال پذیر fg که بیابید چنان را g و f انتگرال ناپذیر توابع ٣ . ۵

تابعͬ g : [a, b] −→ R و انتگرال پذیر ریمان تابعͬ f : [a, b] −→ R کنید فرض ۴ . ۵

دهید نشان است. متناهͬ E = {x ∈ [a, b] : f(x) ̸= g(x)} مجموعه که باشد

و است انتگرال پذیر ریمان g که

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
g(x) dx .

است؟ شمارش پذیر E مجموعه که گرفت نتیجه ͬ توان م این از آیا

. ۱
f
∈ R[a, b] که دهید نشان آن گاه ،f ∈ R[a, b] و infx∈[a,b] |f(x)| > ۰ هرگاه ۵ . ۵

انتگرال پذیر ریمان f لزوماً باشد، انتگرال پذیر ریمان |f | هرگاه که دهید نشان مثال ͷی با ۶ . ۵

نیست.

یا آن گاه ،
∫ b
a f(x) dx = ۰ و بوده پیوسته و نامنفͬ [a, b] روی f هرگاه کنید ثابت ٧ . ۵

.f ≡ ۰ ،[a, b] روی یا a = b

کنید ثابت باشد. پوشا و پیوسته صعودی، اکیداً f : [a, b] −→ [α, β] کنید فرض ٨ . ۵

∫ b

a
f(x) dx+

∫ β

α
f−۱(t) dt = bβ − aα .

هر برای اگر باشد. c > ۰ و بوده پیوسته و نامنفͬ تابعͬ [a, b] روی f کنید فرض ٩ . ۵

باشیم داشته x ∈ [a, b]

f(x) ≤ c

∫ x

a
f(t) dt ,

.f ≡ ۰ ،[a, b] روی که کنید ثابت

تعریف [a, b] روی g و f اگر کنید ثابت انتگرال ها) برای میانگین مقدار دوم (قضیه ١٠ . ۵

موجود چنان c ∈ (a, b) نقطه آن گاه باشد، انتگرال پذیر f و f ≥ ۰ پیوسته، g و شده

که ∫است b

a
f(x)g(x) dx = g(c)

∫ b

a
f(x) dx .



٢٣مسائل

[a, b] روی f مقدار ماکزیمم M و بوده [a, b] بر پیوسته و نامنفͬ تابعͬ f کنید فرض ١١ . ۵

که دهید نشان باشد.

M = lim
n→∞

(∫ b

a
fn(x) dx

) ۱
n

.

[a, b] افرازهای از {Pn} دنباله هرگاه باشد. [a, b] روی کراندار تابعͬ f کنید فرض ١٢ . ۵

که کنید ثابت آن گاه ،limn→∞
(
U(Pn, f)−L(Pn, f)

)
= ۰ که باشد موجود چنان

و f ∈ R[a, b]∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
U(Pn, f) = lim

n→∞
L(Pn, f) .

است؟ درست نیز مطلب این عکس آیا

،x ∈ [a, b] هر برای که باشند [a, b] روی کراندار تابع سه h و g ،f کنید فرض ١٣ . ۵

و f, h ∈ R[a, b] اگر .f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
h(x) dx = α ,

.
∫ b
a g(x) dx = α و g ∈ R[a, b] که کنید ثابت آن گاه

حداکثر f پیوستگͬ نقاط مجموعه و کراندار تابعͬ f : [a, b] −→ R کنید فرض ١۴ . ۵

.f ∈ R دهید نشان باشد. شمارش پذیر

[a, b] روی g پیوسته تابع هر برای که باشد [a, b] روی پیوسته ای تابع f کنید فرض ١۵ . ۵∫ b

a
f(x)g(x) dx = ۰ .

.f ≡ ۰ ،[a, b] روی که کنید ثابت

حسابی میانگین تابع آن گاه باشد صعودی تابعͬ f : [۰,+∞) −→ R اگر ١۶ . ۵

F (x) =
۱

x

∫ x

۰

f(t) dt (x > ۰)

است. صعودی نیز



ریمان٢۴ انتگرال ۵

که دهید نشان باشد. انتگرال پذیر [۰, ۱] روی f کنید فرض ١٧ . ۵

lim
n→∞

∫ ۱

۰

xnf(x) dx = ۰ .

[a, b] روی مشتق پذیر توابعͬ v و u پیوسته تابعͬ f کنید فرض انتگرال) از (مشتق گیری ١٨ . ۵

به صورت را F : [a, b] −→ R تابع باشند.

F (x) =

∫ v(x)

u(x)
f(t) dt

و است مشتق پذیر F دهید نشان بͽیرید. نظر در

F ′(x) = f(v(x))v′(x)− f(u(x))u′(x) .

کنید ثابت ،n و m طبیعͬ عدد دو هر برای ١٩ . ۵∫ ۱

۰

xn(۱ − x)m dx =

∫ ۱

۰

xm(۱ − x)n dx .

دارای زیر معادله که کنید ثابت باشد. پیوسته تابعͬ f : [۰, ۱] −→ [۰, ۱] کنید فرض ٢٠ . ۵

است [۰, ۱] در منحصربفرد جوابی

۲x−
∫ x

۰

f(t) dt = ۱ .

،x ∈ R هر برای که باشند پیوسته ای توابع f, g : R −→ R کنید فرض ٢١ . ۵

کنید ثابت .g(x+ ۱) = g(x) و f(x+ ۱) = f(x)

lim
n→∞

∫ ۱

۰

f(x)g(nx) dx =

(∫ ۱

۰

f(x) dx

)(∫ ۱

۰

g(x) dx

)
.

را زیر گزاره های .۱
p
+

۱

q
= ۱ به طوری که باشند مثبتͬ حقیقͬ اعداد q و p کنید فرض ٢٢ . ۵

کنید: ثابت

آن گاه ،v ≥ ۰ و u ≥ ۰ اگر (الف)

uv ≤ up

p
+

vq

q
.



٢۵مسائل

.up = vq اگروفقط اگر است برقرار تساوی

و f, g ∈ R[a, b] و بوده f, g ≥ ۰ اگر ∫(ب) b

a
f(x) dx = ۱ =

∫ b

a
g(x) dx ,

∫آن گاه b

a
f(x)g(x) dx ≤ ۱ .

آن گاه باشند، R[a, b] در مختلطͬ توابع g و f اگر (ج)

∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a
|f(x)|p dx

) ۱
p
(∫ b

a
|g(x)|q dx

) ۱
q

.

را آن باشد، p = q = ۲ که صورتͬ در ͬ نامیم. م هولدر١ نامساوی را اخیر نامساوی

ͬ نامند. م کوشͬ‐شوارتز٢ نامساوی

1Hölder inequality 2Cauchy-Schwartz inequality





۶
توابع سری های و دنباله ها

مسائل

باشند، همͽرا یͺنواخت به طور E مجموعه روی {gn} و {fn} هرگاه که دهید نشان ١ . ۶

{fn} علاوه براین، هرگاه است. همͽرا یͺنواخت به طور E روی نیز {fn + gn} آن گاه

یͺنواخت به طور E بر {fngn} کنید ثابت باشند، کرندار توابع از دنباله هایی {gn} و

E چون مجموعه ای بر که بسازید طوری را {gn} و {fn} دنباله های بود. خواهد همͽرا

نباشد. همͽرا یͺنواخت به طور E بر {fngn} ولͬ باشند، همͽرا یͺنواخت به طور

همͽرای ولͬ است نقطه ای همͽرای (۰, π) بر
{(

sinx
x

) ۱
n

}
توابع دنباله که دهید نشان ٢ . ۶

نیست. یͺنواخت

کنید فرض ٣ . ۶

fn(x) =
sin(nx)

n
.



توابع٢٨ سری های و دنباله ها ۶

است. یͺنواخت همͽرای R روی {fn} که دهید نشان

کنید فرض ۴ . ۶

fn(x) = xe−nx .

است. نقطه ای همͽرای f(x) = ۰ تابع به [۰,+∞) روی {fn} که دهید نشان (الف)

که دهید نشان .Mn = sup{|fn(x)| : x ∈ [۰,+∞)} کنید فرض (ب)

Mn =
۱

ne
.

است. یͺنواخت همͽرای {fn} دنباله [۰,+∞) روی که بͽیرید نتیجه (ج)

بͽیرید. نظر در fn(x) = xn به صورت را [۰, ۱] روی {fn} توابع دنباله ۵ . ۶

است. نقطه ای همͽرای {fn} ،[۰, ۱] روی که دهید نشان (الف)

نیست. یͺنواخت همͽرای [۰, ۱] روی {fn} که دهید نشان (ب)

باشد. یͺنواخت همͽرای آن روی {fn} که بیابید چنان را [۰, ۱] از زیرمجموعه ای (ج)

تابع به نقطه ای همͽرای R بر {fn} که دهید نشان باشد. fn(x) = x
n کنید فرض ۶ . ۶

روی که کنید ثابت آن گاه باشد، R از کرانداری زیرمجموعه E هرگاه است. f(x) = ۰

.fn
u↛ f ،R روی که حالͬ در ،fn

u−→ f ،E

بͽیرید نظر در زیر به صورت را {fn} توابع دنباله ٧ . ۶

fn(x) =
x

۱ + nx۲
.

تساوی و است همͽرا f چون تابعͬ به یͺنواخت به طور {fn} که دهید نشان

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x)

نیست. درست x = ۰ برای و درست x ̸= ۰ برای

که کنید ثابت آن گاه باشد، یͺنواخت همͽرای f پیوسته تابع به R روی {fn} هرگاه ٨ . ۶

lim
n→∞

fn

(
x+

۱

n

)
= f(x) , x ∈ R .
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را {fn} توابع دنباله n ∈ N هر برای باشد. یͺنواخت پیوسته f : R → R کنید فرض ٩ . ۶

کنید تعریف زیر به صورت

fn(x) = f

(
x+

۱

n

)
.

.fn
u−→ f ،R روی دهید نشان

دهید قرار .fn
u−→ f که باشد [a, b] روی پیوسته توابع از دنباله ای {fn} کنید فرض ١٠ . ۶

Fn(x) =

∫ x

a
fn(t) dt و F (x) =

∫ x

a
f(t) dt .

شده اند. تعریف [a, b] روی F و Fn توابع دهید نشان (الف)

.Fn
u−→ F ،[a, b] روی دهید نشان (ب)

با شده تعریف توابع دنباله دهید نشان ١١ . ۶

fn(x) =


۰ ;x < ۱

n+۱
,

sin۲ π
x ; ۱

n+۱
≤ x ≤ ۱

n ,

۰ ;x > ۱
n ,

هست؟ نیز یͺنواخت همͽرایی این آیا است. نقطه ای همͽرای R روی f تابع ͷی به

.fn
u−→ f که باشد [a, b] روی پیوسته حقیقͬ توابع از دنباله ای {fn} کنید فرض ١٢ . ۶

کنید ثابت

lim
n→∞

∫ b− ۱
n

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx .

به که باشد E نقاط از دنباله ای {xn} و E مجموعه ͷی روی fn
u−→ f کنید فرض ١٣ . ۶

دهید نشان است. همͽرا x ∈ E نقطه

lim
n→∞

fn(xn) = f(x) .

روی شده تعریف متر d و بوده [۰, ۱] روی چندجمله ای های همه مجموعه X کنید فرض ١۴ . ۶

باشد زیر به صورت X

d(f, g) = max
x∈[۰,۱]

|f(x)− g(x)| .
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دهید قرار (الف)

fn(x) =
n∑

k=۰

xk

k!
.

است. یͺنواخت همͽرای [۰, ۱] روی {fn} توابع دنباله که دهید نشان

نیست. کامل (X, d) متری فضای که دهید نشان (ب)

است. یͺنواخت همͽرای [−۱, ۱] روی
∑∞

n=۱
x
n۲ که دهید نشان ١۵ . ۶

که دهید نشان هندسͬ سری مجموع از استفاده با (الف) ١۶ . ۶

۱

۱ − e−x
=

∞∑
n=۰

e−nx , (x > ۰) .

داد نشان ͬ توان م فوق سری از جمله به جمله مشتق گیری با چͽونه که دهید توضیح (ب)

که
e−x

(۱ − e−x)۲
=

∞∑
n=۱

ne−nx , (x > ۰) .

است؟ یͺنواخت همͽرای (۰,+∞) روی
∑∞

n=۱ ne
−nx سری آیا (ج)

سری که که دهید نشان (الف) ١٧ . ۶

f(x) =

∞∑
n=۱

sin x
n

n

است. یͺنواخت همͽرای R روی

به صریح به صورت را f ′(x) مشتق تابع و است مشتق پذیر f تابع که دهید نشان (ب)

آورید. دست

که دهید نشان ابتدا ١٨ . ۶

x =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sin(nx) , x ∈ (−π, π) .

داشت خواهیم بͽیریم، مشتق جمله به جمله بالا، تساوی از اگر

۱ =

∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱ cos(nx) , x ∈ (−π, π) .
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است؟ درست فوق رابطه آیا

که
∑∞

n=۱ fn سری دهید نشان ١٩ . ۶

fn(x) =
x۲

(۱ + x۲)n
, (x ∈ R)

نیست. پیوسته مجموع تابع امˁا است، پیوسته سری از جمله هر و است، نقطه ای همͽرای

سری دهید نشان ٢٠ . ۶
∞∑
n=۱

sinnx

n

نیست. یͺنواخت همͽرای باشد x = ۰ شامل که بازه ای هر بر

سری کنید ثابت ٢١ . ۶
∞∑
n=۱

x

n(۱ + nx۲)

است. یͺنواخت همͽرای R در

سری که دهید نشان (الف) ٢٢ . ۶
∞∑
n=۰

۱

۱ + n۲x

است. واگرا x = ۰ برای و همͽرا x > ۰ برای

همͽرا یͺنواخت به طور [a,+∞) روی فوق سری ،a > ۰ هر برای که دهید نشان (ب)

است.

کنید تعریف (ج)

f : (۰,+∞) → R , f(x) =
∞∑
n=۰

۱

۱ + n۲x
.

است. پیوسته f که دهید نشان

نیست. یͺنواخت همͽرای (۰,+∞) روی سری که دهید نشان (د)

f(x) =
∑∞

n=۰ anx
n و بوده نامنفͬ جمله های با همͽرا سری ͷی

∑∞
n=۰ an سری هرگاه ٢٣ . ۶

است. پیوسته (−۱, ۱) روی f که کنید ثابت ،x ∈ (−۱, ۱) که باشد
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کنید ثابت آن گاه ،
∑∞

n=۰ |an| < M بزرگ، کافͬ به قدر M ͷی برای هرگاه ٢۴ . ۶∫ ۱

۰

( ∞∑
n=۰

anx
n

)
dx =

∞∑
n=۰

an
n+ ۱

.

همͽرای p > ۱ برای زیر سری های دهید نشان M‐وایرشتراس آزمون از استفاده با ٢۵ . ۶

هستند یͺنواخت
∞∑
n=۱

sinnx

np
و

∞∑
n=۱

cosnx

np
.

سری که دهید نشان (الف) ٢۶ . ۶
∞∑
n=۱

arctan(nx)

n۲

با شده تعریف f تابع چرا که دهید توضیح و است، یͺنواخت همͽرای R روی

f(x) =
∞∑
n=۱

arctan(nx)

n۲

است. پیوسته R روی

کنید. محاسبه را f ′(x) تابع است. مشتق پذیر x ̸= ۰ نقطه هر در f که دهید نشان (ب)

نیست. مشتق پذیر x = ۰ در f که دهید نشان (ج)

برای را روشͬ مسئله این ،|x| < ۱ برای
∑∞

n=۰ x
n = ۱

۱−x هندسͬ سری از استفاده با ٢٧ . ۶

ͬ کند. م ارائه π عدد محاسبه

داریم ،x ∈ (−۱, ۱) هر برای دهید نشان (الف)

۱

۱ + x۲
=

∞∑
n=۰

(−۱)nx۲n .

،y ∈ [۰, ۱) هر برای دهید نشان (ب)

arctanx =

∞∑
n=۰

(−۱)n
x۲n+۱

۲n+ ۱
.

است. درست نیز x = ۱ برای (ب) قسمت تساوی که کنید ثابت (ج)

کنید ثابت (د)
π

۴
=

∞∑
n=۰

(−۱)n
۱

۲n+ ۱
.
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سری که دهید نشان (الف) ٢٨ . ۶
∞∑
n=۱

۱

nx

است. یͺنواخت همͽرای [a,+∞) بازه روی ،a > ۱ هر برای

که دهید نشان .f(x) =
∑∞

n=۱
۱
nx دهید قرار ،x > ۱ هر برای (ب)

f ′(x) = −
∞∑
n=۱

lnx

nx
.
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